Caleidoscopios y simetria

JAVIER BRACHO

1 discreto placer de mirar por el ojo de una cerradura,
| de ver sin estar, de ser testigo clandestino del acon-
tecer en un mundo ajeno; la intimidad serena que in-
funde el acto de cerrar un ojo al acercar el otro a un hoyito
de luz (telescopio, microscopio, c4émara fotografica, cerradu-
ra, rendija al bafio del sexo opuesto...) para hacerse duefio
de una imagen efimera, tinica e irrepetible, son sensaciones
que condimentan el rito de asomarse a un caleidoscopio.
El platillo es la simetria. La imagen depende del artefacto
—puede ser un cilindro finisimo de madera tallada o de
latén o bien de vil cartén forrado con orito y tener al otro
extremo del ocular un redondel movible con cuentitas
translicidas, aceites viscosos, filamentos brillantes, arafii-
tas 0 pequefios vitrales giratorios—, pero el principio es el
mismo. El movimiento distrae y urde el hechizo —al girar
otro poco este tubo mégico, cae un rombito azul y brincan
al unisono por todos lados y en todas direcciones chispas
azules que se integran a esos centros de confluencia que
vefamos como “las flores rojas”; impacta el silencio con el
que se produce esta catdstrofe infinita que termina en un
patrén totalmente inesperado (ya no son flores, ni rojas),
asombrosamente diferente (el rombito no es tal), pero igual-
mente bello— porque la simetrfa no cambia, s6lo cambié su
instancia.

Aunque sepamos c6mo funciona este aparato aluciné-
geno —es decir, que dentro del cilindro hay tres espejos
formando un prisma triangular equil4tero, que por el otro
extremo del ocular entra la luz, traspasa las cuentitas lle-
vandose el color y que luego rebota y rebota en los espejos
hasta llegar al observador— no deja de ser fascinante la ilu-
sién de un plano que se extiende virtualmente al infinito,

perdiendo su luminosidad en la distancia, con dibujos de
coherencia obsesiva, intachable y repetitiva, como fasci-
nantes son la geometria que lo sustenta y las matematicas
que en sus inmediaciones se han generado. ;Por qué son
bésicamente el mismo todos los caleidoscopios que cono-
cemos!? Saltari el lector ducho que haya visto otro, pero el

comuin de los mortales s6lo ha visto ése, el clasico (ysiporahi -

hay alguien que no haya podido hacerlo jque se lo ensefien!
0 jque caiga la culpa sobre la conciencia social de nuestra
civilizacién!). Si, tienen razén los duchos. St hay otros di-
sefios de caleidoscopios, no tan comunes, no tantos, y algu-
nos sorprendentemente nuevos. Lastima que no podamos
recurrir, como descaradamente lo hicimos arriba, a la ex-
periencia vivida del lector para su descripcion. Habré que
irse con tiento desde el elemento bdsico.

Un espejo

Ese ente asombroso que llamamos espejo —destifiase al
asombro con su ineludible cotidianidad contemporénea;
recupérese en la piel del aborigen ante la concienciade en-
frentar su imagen— es un pedazo de plano en el que rebota
la luz como si fuera una pelota lanzada, sin efecto, contra el
piso o la pared (“4ngulo de incidencia igual a dngulo de re-
flexi6n”, reza el estribillo). El efecto que produce es el de
abrir una ventana a un mundo virtual sobrepuesto al real.
La ventana no puede traspasarse, tras ella se vislumbra un
trozo idéntico del mundo real, pero invertido, se desdobla el
“aquf” en un “all4” s6lo asequible por la vista, y los habitantes
de ese mundo virtual ven exactamente lo mismo que sus
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contrapartes reales asomandose a la ventana (ylo ven in-
vertido también: tampoco saben leer nuestros letreros).

Llamamos reflexion a la abstraccién matemadtica del
efecto de un espejo, completandola y corrigiendo sus pe-
quefios defectos, por supuesto. Se piensa en el espejo co-
mo todo un plano (no solamente un trozo) y el efecto se
produce sobre todo el espacio invirtiendo sus dos mita-
des, intercambigndolas, es decir, es una manera de “mandar”
al espacio en si mismo. Sélo el espejo, un plano comple-
to, permanece inmévil y funciona como espejo en ambas
direcciones.

Hablaremos también de reflexiones en otras dimen-
siones. En un plano —piénsese en una mica, en la cual es-
tddibujada una imagen, sobre un papel— el espejo de una
reflexién es una linea recta—dibdjese exactamente igual
tanto en la mica como en el papel— y su efecto es inter-
cambiar las dos mitades en que se divide el plano mante-
niendo la rigidez —levantese la mica, voltéese y colé6quese
en su lugar de tal manera que la linea de la mica coincida
punto a punto con la del papel; la imagen de la mica es el
reflejo del original—. Dicho de otra manera, una reflexién
enun plano es el efecto de girarlo 180°, un d4ngulo 7, alrede-
dor de una recta que es su espejo. Una reflexién en una rec-
taes el efecto de girarla 180° alrededor de un punto, que es
el espejo de la reflexién. Vale la pena observar que en esta
idea cinética de una reflexién echamos mano implicita de
que el plano y larecta viven en una dimensién extra—para
hacer lo mismo con el espacio tendriamos que “girar” en una
cuarta dimensién (que se puede)—, y conlleva el peligro
de creer que reflejar es ese movimiento. Pues no es asi, es el
efecto; el resultado final, sin tiempo de por medio.

Vale también la pena introducir notacién.! Si llama-
mos ra una reflexién, en el plano, digamos, para fijar ideas,
y x es algo que vive en él, puede ser un punto o una figura,
7(x) —léase r de x— es la imagen de x bajo la reflexién. Por
ejemplo, si b es el dibujo de una letra b en la mica y el espejo
esvertical, r(b) serfauna letrad, o psi el espejo es horizon-
tal. Sea A el dibujo de una letra A con su tipo més simple, y r
alguna reflexién en su plano. Nétese que r(A) siempre serd
una letra A, aunque inclinada o invertida, y si tomamos
como espejo de la reflexién a la linea vertical que pasa por
su 4pice se tendrd explicitamente que r(A) = A. Esto es lo
que llamaremos una simetria. Manchas de tinta en un pa-

1 Notas para el amable lector al que le choque la notacién matemati-
ca: no se aferre a su ritmo; las letras pierden su sentido fonético (y por lo
tanto rompen el ritmo de la lectura) para adquirir otros significados. Déles
su tiempo, que es el de las ideas.
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pel que luego se dobla generan figuras con simetrfa de re-
flexi6n en la linea del doblez. Un cuerpo humano ideal, H
digamos, tiene como simetriaa la reflexién ren el plano que
lo parte en mitades izquierda y derecha, r(H) = H.

Dos espejos (la peluqueria)

No sé mucho de las estéticas de hoy en dia, pero en mis
tiempos una peluqueria era tal por sus espejos (y por sus re-
vistas, por supuesto). Subirse finalmente (no habfa prisa,
esperar era parte exquisita del rito) a ese sillén majestuoso
para ser elevado, a golpe de pedal y lentamente, era entrar
—en ese estado de ser un simple objeto con pelos, resig-
nado a la contemplacién silenciosa— en el hechizo de dos
espejos paralelos. El chango inmediato, el de enfrente, es el
de siempre, el yo del bafio, pero el siguiente es cautivante
—oen ese entonces lo era, el de hoy ya es un pelén irreden-
to—, y ademds, m4s y més, alternados cara y coco, hacia
delante y hacia atrés, la palabra infinito ineludible. Vaya-
mos al “siguiente”. Digamos que Yy soy yo, que r, es la re-
flexi6én en el espejo de enfrente y r, la reflexién en el de
atrés. Es claro que r,(y) es el yo cotidiano del espejo, nada
especial, yar,(y) nolo estoy viendo (regla nimero 1: nomo-
ver la cabeza, orejas de por medio); pero ar,(r,(y)) siloes-
toy viendo: ése es el “siguiente”, el espejo me permite ver
lo que hay detrs pero viéndolo enfrente: soy yo trasladado
dos peluquerfas m4s adelante. Aplicar esas dos reflexiones
es una traslacién, el efecto que tiene en la peluquerfa, P, es
mandarla para atrés invertida, r,(P), y luegor; la manda para
adelante, ar, (r,(P)), que queda en seguida de su reflexién
inmediata r,(P) y ya no estd invertida (el efecto de invertir
dos veces es no-invertir).

Puntualicemos dos cosas. Primero, las reflexiones son
ejemplos de algo més general que llamaremos transforma-
ciones rigidas (porque preservan distancias), que son, como
ya dijimos, maneras de mandar al espacio en sf mismo, o re-
glas para hacerlo. Otro ejemplo, que ya se nos aparecio,
ademss de las reflexiones, son las traslaciones: mover todo
una distancia fija. Y segundo, estas transformaciones se pue-
den componer, es decir, aplicar una después de la otra para
obtener una nueva. Sify gson transformaciones (letras nue-
vas que pueden tomar el valor de cualquiera de las anterio-
res o de las que vienen), su composicion es la transforma-
cién: “apliquese g y luego f” o bien “g seguida de f". La
denotamos por f, g para tener la regla f. g(x) = f(g(x)) al
aplicarse a objetos concretos, aunque nos obligue a leeren
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direccién contraria.2 Obsérvese que aqui el orden de los fac-
tores st altera el producto: r,(r,(y)) estd dos peluquerfas ms
atrés, no lo veo y él si me ve a mi, es distinto del “siguien-
te” r,(r,(y)); por tanto 1y, 7, £ 7,e1,.

Ya que hablamos de transformaciones y su composi-
cién, hablemos de una que de tan obvia no es ficil ver: el
movimiento no-movimiento, todose queda en su lugar. Sele
conoce como la identidad, la denotaremos 1 y est4 defini-
da porlaregla 1(x) = x. Se cumple también que 1.f = f.1 =f.
Y otra cosa, para las reflexiones se tiene que r,r = 1, es de-
cir, reflejar y volver a reflejar (en el mismo espejo) es como
no hacer nada.

Antes de dejar la peluqueria y entrar al cléset, note-
mosamanera de resumen que dos espejos paralelos generan
por composicion de sus reflexiones, r; y ,, una infinidad de
transformaciones; muchas de ellas son traslaciones (cuan-
do se componen un niimero par) y otras reflexiones (por
ejemplo, r,er,er; es la reflexion en el espejo de atrés de la
peluqueria que estd justo enfrente de mi, 7, (P), ala que me
comunica la ventana que puedo tocar, el espejo de ).
A un conjunto de transformaciones como éste lo llamamos
un grupo, pues la composicién de dos de ellas también est4 ahi.
El nombre técnico con que se conoce al grupo generado
por dos espejos paralelos es el de grupo diédrico infinito, D...,
y es el representante abstracto de la simetria del mundo vir-
tual que produce la peluquerfa. Otro ejemplo: consideremos
la figura | bl; si tomamos las reflexiones en las dos lineas
que indican las verticales, se genera una figura plana in-
finita:..|dIbldIbldIbl... Tiene simetria diédrica infinita
(pedazos de este tipo de simetria se pueden ver en muchi-
simos frisos de pirdmides). Nétese que bast6 para definirla
una figura base, la b, y dos reflexiones que generan la si-
metrfa. Y nétese también que esencialmente es de dimen-
si6n uno. Puede vivir en una recta. Ahi, recuérdese, una
reflexion es voltear en un punto, y cualquier par de reflexio-
nes generan D... Por ejemplo de —>, reflejando en los
puntos se obtiene —>-<——>.<—..,

Daos espejos (el bafio)

Entremos ahora a un cléset fino, de casa pirrurris. No todos
tuvimos esa experiencia, pero es ficil recrearla. Un peque-
fio pasillo con ropa y cajones a ambos lados, oloroso a lim-

2Yave:nosélo cambiael ritmo sinoa veceshasta la direccién (pasitos para
atrés), aunque f.g puede leerse “f bolita g”. Prometo que no se complicard més.
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pioya perfumes y a zapatos, un espejo al fondo y otro en la
puerta, que podemos cerrar a nuestras espaldas. Asi, con
la puerta cerrada, la simetria es equivalente ala de la pelu-
queria. Pero al empezar a abrir la puerta algo cambia. La
sensacién de infinito se rompe para convertirse en un sim-
ple “muchos”, los clésets ya no estén dispuestos en linea
recta sino que se van ladeando y dan la impresién de un
enorme pasillo circular hecho de pequefios clésets conec-
tados por sus ventanas-espejos. No alcanzamos a ver todo
pues las ventanas que comunican los clésets s6lo permiten
husmear hasta cierta distancia que se achica conforme se
abre la puerta y el pasillo se curva. Recordemos. Cada espe-
joesuna ventana en un plano ideal. En el momento en que
estos planos no son paralelos, deben de intersectarse en
una recta paralela a las bisagras de la puerta pero mucho més

alla del mundito real, el cl6set, en que estamos confinados.

Este eje viaja en el plano del espejo del fondo, desde el in-

finito, siendo siempre el centro del pasillo circular hasta

llegar al cléset, cuando la puerta ya esta totalmente abier-

ta y no vemos nada mds que un simple cldset cuyos espe-

jos han dejado de interactuar. Mejor vamos al bafio.

{Por qué yano hacen esos juguetes no-juguetes espejos-
botiquin? ;Ser cuestién de clase? ; Tendran los nifios de hoy
esa experiencia de jugar a verse moviendo las orejas de esos
espejos triples? Sino: jqué caiga sobre la conciencia de los
arquitectos! En fin, situémonos en uno de esos viejos ba-
fios ante un espejo fijo (el del botiquin), con reflexién r;,
en cuyo extremo hay una bisagra y otro espejo, la oreja, con
reflexién r,, (quizé haya que treparse al lavabo para recrear
la experiencia). La bisagra es la interseccién de los planos
de reflexién, el eje. Totalmente abierta la oreja, se tiene que
r; =1, y los espejos son ventanas al mismo mundo r,(B),
donde B es el bafio.

Puesta la oreja en d4ngulo recto —t/2, habrd que ir
machacando—, vemos a () (y sigo siendo yo), ar,(y)y
adems hay otro yo, y’ digamos, justo atrds de la bisagra.
{Esr,(r,(y)) oserd 'rz(rl(y)) ?Lo que es claro es que no es el
simple yo del espejo, porque si cierro un ojo, él cierra el otro
—y otra cosa chistosa, no le veo el ojo abierto a y’, siem-
pre queda justo detras de la bisagra, se alinea con el eje—.
No es un yo invertido, es el yo que ven todos menos yo; le
puedo leer el letrero de su camiseta. Si veo por un lado de la
bisagra, estaré viendo a r,(,(y)) y si miro por el otro, veo
ary(r(y).La coherencia de las respuestas de y’ y el bafio
virtual que lo circunda obligan a concluir que 1)y = 1<1.
De hecho, y' se obtiene de y girdndolo en el eje dela bisagra
180°, un 4ngulo 7. Alrededor del eje hay cuatro bafios, dos

¢ 40 ¢

'1.,{,‘ e ————. e e

s




invertidos y dos no. Este tipo de sime-
trfa se ve con frecuencia en las esquinas
de zapaterfas y cafeterfas, ampligndolas.

La imagen depende del 4ngulo de
los espejos. Si los abrimos un poco mas
all4 del recto se juntan los ojos de ', de-
saparece su nariz y hasta podemos crear
una mariposa con alas mis orejas, y des-
vanecerla; aunque en cada momento la
imagen depende de dénde esté yo vien-
do, la bisagra separa dos posibles mun-
dos visibles. Si, por el contrario, cerra-
mos més acd del 4ngulo recto, aparece
un ser de tres o cuatro ojos y dos narices
hasta biseccionarse en dos nuevos yos,
uno serérl(rz(y)) y el otro Tz(rl(y)). Si-
gamos cerrando: de la bisagra salen dos
nuevos espejos, una mariposa ala-de-
oreja, hasta llegar al surgimiento de un
nuevo yo perfecto detras de la viagra,

perdén, de la bisagra. En este punto, es

facil descubrir que el angulo de los es- A1)

pejoses /3. Pues alrededor del eje se ven
seis rebanadas de bafio, con yos en me-
dio y husmeando, alternadamente in-
veridas y no invertidas (recuérdese que el pastel comple-
to mide 27, que entre 6 da m/3). A un lado de y estd ,(y)
(separado por la oreja-espejo-ventana) y le siguer, (7, (y)).
Esy girado en el eje un dngulo 2m/3 (es decir, 120°), pues
estd dos rebanadas més all4 en el pastel de seis y no estd
invertido. A él le sigue justo el de enfrente, r,(1,(r,(y))),
que podriamos describir andlogamente yendo hacia el
otro lado, y viendo por el otro lado de la bisagra, como
T ( rz( "1( y))). Se cumple entonces que Tyl o, = Tyelyel ], ¥
ésta es una reflexién en un espejo virtual formado por ,
del espejo-botiquin unido por la bisagra a r; del espejo-
oreja, donde veo al més reciente yo. Por tltimo, antes de
salir del bafio, observemos que al seguir cerrando el 4ngu-
lo de los espejos van apareciendo m4s y m4s imégenes,
pero que s6lo en ciertos dngulos estas im4genes forman un
todo coherente (en el 4ngulo 7t/n hay 2n gajos alternada-
mente invertidos y no invertidos).

Resumamos ya, generalizando un poco nuestras obser-
vaciones. Sir, yr, son reflexiones cuyos espejos se intersec-
tan con un 4ngulo 6, entonces 7T, €s unarotacion centra-
daen la interseccién con dngulo 20. Cuando su dngulo es de
la forma 7/n, generan un grupo finito, llamado grupo dié-
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drico de orden n, Dn, que tiene n reflexio-
nes y n rotaciones (incluyendo a la identi-
dad como rotacién de cero grados). Y cual-
quier cosa que se le ponga al gajo genera
un dibujo, 0 imagen, con simetrfa diédrica.
Ejemplos cldsicos son los rosetones géticos,
el papel picado a la china y algunas joyitas
arquitecténicas.

Es interesante mencionar que Leonardo
da Vinci sabfa ya que esta simetrfa diédrica,
junto con la rotacional asociada —témen-

] N
i

se s6lo a lasn rotaciones—, es la tinica que
pueden tener las figuras planas (por figura
entiéndase la dibujada en un papel), claro,
para cualquier n. Una simetrfa rotacional
aparece en las galaxias espirales, las letras
N o Zylainefable susstica. A este fenéme-
no se le conoce ahora como el teorema de
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N Leonardo.

Tres espejos (en el plano)

iUf!, llegamos de nuevo al caleidoscopio
clasico. Consideremos un trigngulo equils-
tero t —piénsese con colores llamativos que pueden ser
manchas, no importa—, y sean,, 7, y 7; las reflexiones en
sus tres lados. Si ponemos, sobre estos tres lados, tres espe-
jos que se levantan perpendiculares al plano en que vive t,
se obtiene el caleidoscopio clésico. (Ese también es cono-
cido como caleidoscopio de Brewster, pues un tal Brewster
lo descubrié y patent6 en la Escocia de 1815 y hoy dia su
manufactura representa toda una industria artesanal con
una asociacién, la Brewster Society, que realiza pomposos
congresos anuales). Pero ya no necesitamos su paraferna-
lia, podemos abstraernos del plano, del tridngulo y de sus
reflexiones asociadas para entender qué pasa.
Consideremos un vértice del tridngulo t. Por él pasan
los espejos (las lineas) de dos reflexiones; éstas generan
grupos diédricos de orden 3-(se ven 6 tridngulitos) pues el
tridngulo equildtero tiene dngulos 7/3. Pero al componer
con la tercera reflexién, o con cualquier palabra en las
“letras” r,, 1, y 13, el tridngulo puede viajar e irse muy le-
jos. Y de hecho lo hace. Podemos llegar a cualquier pun-
to del plano a partir de t, a golpe de aplicarle r’s. Laregla es
la siguiente: digamos que queremos ir a un punto x. Pin-
temos de colores los lados de t: rojo, amarillo y azul corres-
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pondiendo ar, 7, y 1;, respectivamente. Vayamos hacia x
desde t. Si nos conviene salir por el lado rojo, pasamos al
tridngulo, (t) que también tiene sus lados coloreados y el
rojo coincide con el de t. Si de aqui nos acercamos a x sa-
liendo por el lado azul, brincamos a 1,+75(t); si de aqui deci-
dimos salir por el amarillo, vamos a 1,157, (t), etcétera. Has-
ta que llegamos a un tridngulo que cubre a x. La palabra
que construimos en las r’s depende del camino que esco-
gimos, pero la transformacién final no, por la coherencia
local de los grupitos diédricos (bueno, a menos que a x le
caiga una arista o un vértice de t y haya una poquita de
ambigiiedad). Eso es lo que hace perfectamente coheren-
te a la imagen: un plano enmosaicado de triangulos equi-
lateros, imdgenes de t, la mitad inversiones y la otra mitad
no, como tablero de ajedrez; los lados de los trigngulos for-
mando tres haces paralelos que se encuentran en dngulos
/3, y formada cada una de estas rectas con intervalos rojo,

amarillo, azul, rojo, amarillo, azul... Las transformaciones
del plano que dejan invariante a esta imagen son su grupo
de simetrfas. Son todas las posibles composiciones de ,,
1,y 15 el grupo es llamado triangular de tipo 3,3,3, T[3,3,3],
y contiene a todas las reflexiones en las rectas de los tres
haces, a los diédricos en los vértices, a muchas translaciones
Y, por supuesto, a la identidad: representada por t.

Y, ahora si, vayamos a la pregunta ;hay otros caleidos-
copios?, entendiendo a éstos como arreglos de espejos que
generan una imagen coherente. Ya vimos a la familia que se
forma con dos espejos y simetria diédrica. ;Y con tres espe-
jos en el plano, qué?

Supongamos que hay més. Que tres reflexiones gene-
ran una imagen coherente. Sus tres espejos, que son li-
neas en el plano, forman un trigngulo t. En cada vértice de
él debe generarse un grupo diédrico (para que, al menos ah,
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sea coherente). Esto implica (por nuestra sesién en el ba-
fio) que los espejos se encuentran en 4ngulos de la forma
7t/n. Podemos diferenciarlos, bautizarlos, y decir que los
tres dngulos de t son 7t/p, 7/q y /r, donde p, g y r son nd-
meros naturales (1,2, 3, 4..., no los de lasrifas).3 Y ademds,
son mayores que 1, pues los tridngulos no tienen dngulos
7 (que es el dngulo no-4ngulo). Pero sabemos desde la se-
cundaria (y por los griegos) que la suma de los angulos de
un tridngulo es 180°, es decir, 7. Asi que nuestros numeri-
tos deben cumplir 7t/p + 7/q + 7/t = m. Factorizando a T,
y anuléndolo se obtiene

La solucién que ya conocemos es 3,3,3. Y es fécil ver
que, ordenando a p, gy r en forma creciente, solamente hay
otrasdos: 2,4,4y2,3,6. Pues si p es muy grande, 1/p es muy
chiquita, y si ademds q y r son tan grandes como p pues
ya no damos para el uno. Los dos trigngulos nuevos que
aparecieron son los del cldsico juego de escuadras. Espe-
jos en sus aristas generan los grupos triangulares T[2,4,4]
y T[2,3,6], y nuevos caleidoscopios que mostrardn ro-
setones con diferentes simetrias correspondiendo a sus
diedriquitos D, yD,, 0 bien D,, D, y D; este dltimo esel
que da los rosetones més chonchos y corresponde al 4ngulo
picudo de la escuadra-60. Y, como ya demostramos, no
hay maés.

Aunque vale la pena sefialar, pero dejar al lector ducho
que verifique, que dentro del grupo T[2,3,6] se encuentra
como subgrupo al T[3,3,3]; y que dentro del T[2,4,4] se
encuentran los de los mosaicos de la cocina, y que hay
algunas cocinas —mosaico de tridngulitos blanco y azul—

con su simetria.

Tres espejos (en el espacio)

Acabamos de ver cémo disefiar tres tipos de caleidosco-
pios de “carne y hueso” a partir de sus tridngulos basicos
(el equilétero y las escuadras). Pero machaquemos con
la receta: se cortan tres espejos (de esos de vidrio) rectan-
gulares con la misma altura y cuyas bases tengan la misma
longitud que uno de los lados del trigdngulo en cuestién;

se colocan perpendiculares a un plano y se les envuelve

3 Perdén, ahora estoy usando a r como niimero; pero prometo nunca
mads volver a usarla como reflexién.
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con masking tape para formar un “cilindro triangular” rigi-
do cuyo interior es reflejante; ponga objetos translicidos
enun extremo con mucha luz y deléitese. Obsérvese ahora
que estas ternas de espejos viven en ternas de planos muy
especiales. Tres planos generales se intersectan en un punto,
véase Una esquina; pero estos que tenemaos son, Como terna,
“algo asf como paralelos”, nunca se intersectan los tres. De
ahi que sus angulos sumen 7t pues tienen un plano perpen-
dicular comtin. Pero tres planos que si se intersectan tie-
nen dngulos que suman més que Tt: para convencerse voltee
a una esquina piso-pared-pared o techo-pared-pared, los
tres angulos son rectos, 7t/2, y suman 37/2 >, es decir (en
grados), 90 mas 90 mas 90 son 270 y mé4s que 180.

Por lo tanto, podemos construir nuevos caleidoscopios
cuyos espejos abstractos se intersecten en un punto si en-
contramos tres planos-espejos con dngulos 7t/p, Tt/q y t/r para
que den coherencia local (en sus intersecciones, recuerde la
bisagra) pero con p, q y r cumpliendo ahora que

Las soluciones de esta desigualdad, suponiendo sin
perder generalidad que p < q <r, son: 2,2,n (para cualquier
n); 2,3,3; 2,3,4 y 2,3,5. (Observe que las ternas cercanas,
pero mayores, en ese orden —2,3,6; 2,4,4 y 3,3,3—vya las
conocemos, y que para todas las demés ternas la suma es me-
nor que 1.) De nuevo, a los grupos que generan reflexio-
nes con estas caracteristicas se les llama triangulares y se les
denota TJp, g, 1].

Los grupos T[2,2,n] se pueden ver en el bafio. Se coloca
el espejo-oreja en un dngulo 7t/n con el espejo-botiquin,
y en la esquina de abajo (mds fAcil que en la de arriba) se
pone un nuevo espejo paralelo al piso y perpendicular (4n-
gulos 11/2) con los dos anteriores; es una esquina de espejos
y el T[2,2,2] es la esquina usual de un cuarto o zapateria.

Los grupos T[2,3,3], T[2,3,4] y T[2,3,5] son los grupos
de simetrias de los s6lidos platénicos, conocidos y sobados
desde la antigiiedad. Los griegos, dicese que el mismisimo
Platén, sabfan de su importancia y unicidad, que tenfan una
simetrfa exacerbada y que con tanta simetrfa (quitando la
esfera que no se mide y por lo tanto pasa a otras ligas) eran
s6lo cinco —el tetraedro, el cubo o hexaedro, el octaedro,
el dodecaedro y el icosaedro—, que reaparecen en Kepler
como teorfa cosmoldgica, en muchos otros puntos de la his-
toria y luego aqui entre caleidoscopios. Pero no nos dejemos
impresionar, insistamos en los caleidoscopios para de aht re-
construir los afamados sélidos.
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Tomemos en las manos a alguno de los tres caleidosco-
pios. Consta de tres espejos planos que se intersectan en un
punto: el vértice o centro, llamémoslo. Es un cucurucho
triangular con espejos hacia adentro; nos podemos asomar
por su boca, o base: hagdmoslo, pensando que es grande
—mas no frégil o pesado, al fin que estamos sofiando— para
poder meter la cabezota. Lo que ya sabemos es que al vol-
tear a las tres aristas, que llamaremos rayos, donde se juntan
por pares los espejos, hay diédricos del orden que dictan los
tres numeritos. ;Y, més all4? ... despacio. Pegados a mi cu-
curucho, por su espejo correspondiente, hay tres cucuru-
chos iguales —invertidos, claro— que siguen compartien-
do el vértice o centro. Y alrededor de ellos se ajustan més
y més cucuruchos sin problemas de cupo alrededor de las
aristas, que van asemejando rayos, encajando perfectos, y sa-
liendo del centro. jEst4 claro?, naturalmente se van curvan-
do. Van formando una esfera como estalagmitas ideales, o ga-
jos de acitrén, y cada cucurucho con su cabecita adentro
husmeandoy sorprendida, papaloteando en diferentes direc-
ciones pero con coordinacién caleidoscépica.

Ahora, volteemos hacia el centro. La maravilla es que
sise cierra la esfera. Los cucuruchos se ajustan completén-
dola con limpieza inaudita alrededor del centro, y justo de-
tras de él hay un yo viéndome. Pero aqui surge una sutil dife-
rencia. En el caleidoscopio T[2,3,3] aquel yo es un yo rotado
—se le nota pues no me ve a los 0jos, y al girar mi cucurucho
lo hago girar a €l, y nos cuesta trabajo el contacto visual—.
Pero el de los otros dos sf asusta, justo detrés del centro es-
t4 ese yo de cabeza mirdndome fijo; si le cierro un ojo, los
que quedan abiertos se alinean al instante con el centroen
una liga indestructible por més que cabeceemos; y si giro mi

- cucurucho, él se queda ahf girando el suyo, como ayudén-

dome a mover todo lo demés. Y esto sucede porque viene
de la transformacién “antipoda”, que es parte de estos gru-
pos y ahf est4: actuando.

Estos tres grupos son finitos y sus elementos correspon-
den a mis cabezas que veo; la identidad, por supuesto, ala
que traigo puesta. En T[2,3,3] hay 24; en T[2,3,4] 48,y en
T[2,3,5] se ven 120 cabezas. Cualquier cosa que se intro-
duzca al cucurucho generars im4genes de hermosa simetrfa.
En particular, podemos armar los sélidos platénicos con un
pedacito de papel o una varilla. Otra manera consiste en
truncar el cucurucho cerca de su vértice. Esto nos impe-
dir4 ver al yo antipoda, pues aparece un “s6lido” etéreo en
el centro. En T[2,3,3], truncando perpendicular a un rayo
de dngulo /3, aparece el tetraedro; en T[2,3,4], truncando
perpendicular al rayo 7/4, surge el cubo, y al /3 el octae-
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dro, yen T[2,3,5], por el de /5 sale el dodecaedro y por el
de /3 se arma un icosaedro.* Su asociacién como duales re-
side en que tienen la misma simetria.

Cuatro espejos (su historia)

Estofue la teorfa. ;Bonita, no? ;Y a poco no se antoja armar
unode estos caleidoscopios—el de 120 cabezas de una vez—
para verlo-verlo? Pero ahi te quiero ver. Hay que cortar vi-
drios en formas muy precisas y raritas, para luego ajustarlos
ypegarlos, y en fin, que no es lo mismo manejar planos e in-
tersecciones como matematico que como vidriero. Pero la
terquedad es la terquedad y en su momento tuve la posibi-
lidad de hacerloy conté con un excelente equipo creativo (de
esos seres maravillosos que crean cosas de verdad) que apo-
ya y motiva y hace y... pum: ahi estan, en Universum, se
les conoce como los Rolidoscopios. Pero ésta no es la histo-
ria que quiero contar.

Mientras se construfan los Rolidoscopios —ahi en la
sala de mateméticas en gestacién, cU, 1992— un ceramista
armaba otra maravilla, su Mosaico de Penrose (obra maes-
tra no sé6lo del México actual sino del mundo). Se llama
Juan Sandoval. Quizé por la cercania en ese estado de estar
haciendo, creando realidad, o por su encanto propio, ma-
gicoy luminoso, se contagi6 del gusanito de los espejos, y se
obsesioné con la idea de que si estaban ahi esos caleidos-
COpios que nunca nadie (que conociéramos al menos) habia
visto, jpor qué no habria de haber m4s? Yo, ac4, muy du-
cho, muy matemético, salfa con mi rollo de que s6lo hay
cinco sélidos platénicos y bla, bla, bla, bla ... y en el fondo
todavia no entendfa. Pero €l vefa mucho mis all4. Intuy6
como artista que debfa haber m4s. Aprendié el oficio de
vidriero, y empez6 a jugar. Me llevaba modelitos maravillo-
s0s que vefamos absortos hasta hacer bizcos, acoplando los
clésicos o afiadiéndole nuevos elementos. Y empezamos na-
turalmente a colaborar: él, el motor creativo, visionario,
rebelde y emprendedor; yo, el técnico, critico, frio, calculador.
Cada colaboracién tiene su historia, su ritmo, sus papeles, su
encanto o desencanto, sus momentos —parezco doctora
corazén hablando de matrimonios—, y ésta se dio y dio.
Tres rozagantes caleidoscopitos cuya gracia genialmente
simple es... ja ver?, jadiviné... tener cuatro espejos en 4n-
gulos racionales. Y s6lo hay esos tres. Solicitamos la paten-
te, y laganamos en los Estados Unidos. En el proceso lefmos

4Y ya lo dejo en paz, no intentaré explicarlo.
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cientos de ellas; aprendi que desde Moébius ya se habfa
hablado de —no construido— los tres platénicos; que un
israelita los patent6 en 1972; que otro gran geémetra,
pero de este siglo, Coxeter, habia desarrollado la teoria de
grupos de reflexiones y que Tits acabé de clasificarlos en to-
das las dimensiones. Y en fin, acabé obsesionandome como
matemadtico en aspectos de esa drea y produciendo en ella,
y ahora entiendo algo. Por su parte, Juan Sandoval es el tini-
co artista en el mundo que puede producir unos ejemplares
de exactitud pasmante, objetos de museo (los dos primeros
viven en Universum), y sigue viviendo de su hermosa es-
cultura cerdmica.

De esta historia me quedan, ademads de experiencias
y conocimiento, dos grandes satisfacciones y una angustia.
Primero, el enorme placer de acercarme, sobar y asomarme
a los caleidoscopios que de vez en vez produce Juan, objetos
escultéricos de texturas cerdmicas y presencia geométrica
en apariencia irracional, que invitan a asomarse por sus ven-
tanas triangulares. Hay que ser descarados y ver con los dos
ojos abiertos hacia adentro para perderse en su profundidad,
pues generan, abren, crean un espacio perfecto sobrepues-
to al nuestro, paralelo quizés y coincidiendo con él s6lo en

el volumen que vefamos por fuera y que podemos volvera

recorrer para observar aquel vacio infinito desde otra ven-
tanay en otra direccién. Nuestro mundo les regala su luz por
las ventanas y ellos la transforman en infinitos sélidos eté-
reos de simetria platénica y textura caleidoscépica, que
flotan impavidos en posiciones obsesivamente precisas y
sincronizadas; y en algunos de ellos vemos nuestra imagen
observando: observéndose. Lo que los de Brewster son a la
segunday las peluquerfas a la primera, estos caleidoscopios
son a la tercera dimensi6én. Segundo, la satisfaccién de saber
que si Occidente nos deslumbr6 con los espejos de vidrio
hace quinientos afios, hoy se los podriamos regresar de cua-

-

tro en cuatro y cortados en formas caprichosas pero puestos

en su debido lugar. Y tercero, la angustia de que Juan y yo {\‘

seamos incapaces de aprovechar en toda su magnitud esta
oportunidad. ¢
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